
���� ����

	
��� �
� ��� ���� ����

������� �� ���������	�

���������������� �������
 ��
��
� � �

 ��	�� ������ ���� 	� ������ ���� ��� ����
������� ��� ����� 	� � ������	� � ��� ��� ������ ��� ��

� �� ��� ���� ���	
�� ������ �
������	� � ��	� ���������� � � �

� � �� �������������� �	� ����������� ����	��
� 	� � �� � ���� ������
�	����	�� � ��� �

�
���� ��  �� !��� � ���������  "��� �������
 	� � 	� � ��� �#

$��� 
����
�� �� �

����

� % &
% � ���	����� � �� �&�

�
&�� �� � 
� ���% ��

������ �� �
� �	���

�
% �

�
�	���� �� �

������

�
% ��

��� � �� � ���� % �
�

��� � �� � � �	�� % ��
�� � ���� �� � �� � % �

�
�� � �	�� �� � � �� � % ��

�� �� � �� % ��
���� �� � 
� � ����% �

�
��� �� � 
� � ��� % �����% ��

�	�� �� � 
� � ����% �
�

��� �� � � 
� � ��� % �	���% �

'	� ��(���������	� ��
� ��� �� ������ ���	 ���������	� ��
� ��
��	��� 	!� ��� ������
���� 	���� 	!� �� ��

 ���� ����
� �	 ���	�����
$��� ���������	� ��
�� �! ��� �	����� !�
���
� ��
� ��� �������	����� �	 ������� �	�
���	�������

� � ���� �� � �
�
���� ��

�
������ 	��� �� �

�
���� �� � � 	��� ��

���� ��� �����  
����
�� ����� � 
	� 	� ����� ��� ���!���� �) ������ �� �
	� 	�
���) ������

*��!� �	����	��
��
���


� � 
� % � � �
�  +�� ��� ��� ��!��� ��

,	�!�
 ��	�������
��
���

�
� � �
��
���


�

��
���

�
� � ��� �
��
���


� �
��
���

��

*	!� ����� �	��� ������ ���

����� 	� � ������ ����	��!��� ����� �) � �	

����	� 	� ������� 
��� ��!���


����� 	� ����� ���
����� 	� 
��� ��!����

������� �����

�� � �������� ��
	���)����!� 	� �����
�
	��� �	�� ����	� 	� ��!�� ���� ��
� � ���������	� ��
�
	 ������� �����

�� ������� ��
����	�� ��!� �������
�

-������ ��
�� 	� � ������	�

-������ 	� � ��!���� ��� ��� ��!���� ������ �) � � ,	� � ������	�� ��� �� 
	� 	�
��
�� 	� � � ������ �) ��!��� 	� ��
���

���� ��
�� 	� � � &

�

��
���

�����

&



a
b

y=f(x)

���� ��� !������ "������#�� .�	���
) ��� !	� �!�	����� ����� �	 ����	��!��� �)
�!� ���� ����� � ������

����� ����	��!��� ����	� �/� ����� ��� ����� �) ����� ��	� ���� �� ��� ���
)
��
��
���� ������#��0

a b

y=f(x)

-��� ������� ����� ��� ����� � � ����� 	� ��� �������
�� �
��
���

�����1��

2� ����� ��� ���� �	 �� ��� 
�!�� 	� ���� �! � ��� ��!��� 	� �������
� �	� �	 �
������ ��� ����� 	� ��� �������
� �	� �	 3�� ��� ��

 ��� ��� ������� ����	��
 	� � ��	! 

�	 �� � �

�

���� � � 
�!
���

��
���

�����1��

2��� �	 ��� 
�!�� ����4

	��
��� �� � � �	�����	� 	� ��� �������
 5
� �6� ����

� �

�

���� � �����

������ ��� ���� ����� ��� ����� � ����	��!���� �) �������
���

$�
������� 
� ������� �������#�

,��� �	��� ��� �! ��� �	 ����� � ������� �������
 �	��7� ���� �	 ���� ���� � 3 ���

�!�� ��

 !�8� ���� 2��� � � ������ ���� 3� �� ��������� ��� �������
 � ���� �����

9



��� ������
$��� ��	������ 	� ������� �������
�� �

�

���� � �3

� �

�

���� � � �
� �

�

���� �� �

�

����� � � �

� �

�

���� �

� �

�

����� 	��� � �

� �

�

���� � �
� �

�

	��� �� �

�

���� � %

� �

�

���� � �

� �

�

���� �

�� � 	 ���� 	� �	� �

 � �� 5
� �6� ���� ���� 
� 	
� �

�

���� � 	���� 
�

'	�� ������

)� �� ���� 	 	��� �	� �

 � �� 5
� �6� ����

� �

�

���� � 	
� �

�

	��� �

-������ ��
�� 	� � � �	�!�
�:� 	�� 	
� ����0 ������ �
&

�� 


� �

�

���� �

'��� ;�
�� ���	��! �	� �������
� �� � � �	�����	� �� 5
� �6� ���� ����� � � � �� 5
� �6 	

���� ���� �
&

�� 


� �

�

���� �

	�� ����������# ���
���� 
� �#�#��� ,	�!�

)�

� �

�

���� � ������ 	� 
 ��� ��

'�8� ��� ���
������ �

�

���� � � � ��� � � ������	� 	� ��

� ��� � ��� ���� ����� ��� ����� 	� � � ��	! 
 �	 ��

%���� 	��� 
� ��# &' ()� �� � � �	�����	�� ���� � ���� � ���� �� � ��
�������������� 	� � 0�

*���� ��) ��	 �������������� ��(�� �) � �	������ ��� � ��� �

� �

�

���� �� �� ���

%���� 	��� 
� ��# &' �)� �� � � �	�����	�� ��� � � �� �������������� 	� � � ����� �

�

���� � � � ���� � �
� � � ��� ���

<��

� �

�

��� � � �� �	��� �� �	 3� �9

$��
���� ���������������

� ����

� �

�



�� � � � �� �������������� 	� ���� �



���

���� �

� ��

��

�
& % �� � � � ����� � ����� �����

� ���� �



& % ��� 	 ����� � � ������=���� � ������9�����

"��������
� *+ ��*������
�� ��� ����� ������ ��� ����� ��
�0

�� 	��� � �� ����


�
��	�����



�
���� � � ����

�

�

=



	
�
� ����

�

�
� �

�
� ���� � � ���� % ��

��	����	���� �  �� � � 	��� � ���� � � 	���� � � 	
�
��	����	���� � �

�
���� � �

����� � � 	���
<��!�
��

�
��� % 9� =�� �  �� � � �� � =� 	 ��9� � � �����

��� % 9� =�� � �
&

9

�
�� % 9� =��9� � �

&

9

�
�� � ������� �

&

9

��

>
% � ������� �

��� � =��

&3
% �

��� ����� !	� �!�	����� �	����
&� '�8� ��� ���� )	� ��
��
��� ���� ���� �� ����� )	�� � ���	�� �	��� ��� 90
9� '�8� ��� ����)����� ��� ������� ��	! �7 �	 �7
=� !
�,� ��� �7 ���	��� ��� �������
 ���0 ���)7�� �	� �	�����0

2� ��� �� ����������	� ������
) ���� � ������� �������
� ��	����� �� ��!�!��� ����� �

�

���� � ���

) !���

� ���

���

���� � � ��� �� ��!�!��� �	 ������ �

 	� ��� �7 �	

�70

<��

� �

�

��&%���	 � �� � � & %��� � � 9� � � ���� � � &� � � 9 ���� � � 9� � � > 

	

� �

�

��& % ���	 � �
&

9

� �

�

�	 � � ���

������� -� -��
�����	� 	� ���������	�

���� *��.��� ������ ?���	� ������� ��	 ����� ����	��!��� �) �������
�

a b

y=f(x)

y=g(x)

-��� �

� 	�
��

���

������ �������� � �

� �

�

����� 	��� �

��������� �� -��� �

� ���

������

���	���� ������ �

�� ���� ��� ������	� �� �	�/�	��	! � ������� ��� ��� �������
 ���	 ������ ��� ��� �

�

�

� �

�

%

� �

�

*	!���!� �	 ��
��
��� ���� ������� ���� ��� 	���� ���� �	 ��� ����� 	�� 
�!�� 	�
���������	� 	
�� ���� � 	���� ���� ������ ������ 	�� � ������ �� ������� ���� ���� 	�
	
���	��

@



/
#��� *+ �#����� �	 ��
��
��� �	
�!�� ����	��!��� ����	� �) 	�+��� ��	� �	
�!�
�� ��� ��
��
����

;	
�!� � ���	
�!� 	� A�)
�����7�

�
�

����� 	� ������������ �
�

����� 	� ��	�����	��1�� �

*	 �	
�!� �

� 	�
��

���

����� 	� ��	 ����	�� �

�
#��� 
� ���
#���
�� ���0� ��� .������� *	
�� 	� ���	
���	�� ��8� � ����	� �� ���
�
��� ��� ���	
�� �� ��	��� �� ��� �� ��� �
����

region

rotate

��8� ��	�����	� ����������
�� �	 ��� 	� ���	
���	�  ��	�����	� � ��8 ���������� 	�
����� ��������� � ����

�	���� ��	��� ������ ����� � ���� �� � ������	� 	� �� ��������� �

�	���� ��	��� ������ ����� � ���� �� � ������	� 	� �� ��������� �

B�������� ����)����� � � ���	��� �	
�!� �

� 	�
��

���

���� � 	� �	
�!� �

� ���

������

���� �

��� �!� � ���� �� ��� � ����

�
 �	 �� 	� ����� � ��� � +�� ������ ��� ��� �
�	�������

�+#������# ���##�� C�(����� �������� �!� �	
�!�0 *	
�� 	� ���	
���	� �� �)
�����
�������� 	� ��� ��� 	� ���	
���	�� ��� ���������	� � � �)
������ ���� ���� � ������!����
������������� � 9���

�	
�!� �

� 	�
��

���

����� 	� �)
������ � 	�

� ���

������

����� 	� �)
������ �0�

>



region

rotate

r

h

���	
�� ��	��� �������
 
���� ��������� �
���	
�� ��	��� �	��:	���
 
���� ��������� �

<�� ����	� �� �
��� ������� � � @�� � � ��� ���	
��� ��	��� �����


����3� ������@� � � �� � � �@�� ��� �	
�!� �

� �

�

9���@�� ��� �

��#����� ��� ������ ����

rotate

��#������ ����� ����	��!��� � ����� �) 
	� 	� �	�� 
��� ��!��� 
����� 	� ����� �
�! 	� 
����� 	� 
��� ��!����

D��� ��!��� ������� ���� ������ ��� ������ ����������
& % �

�������� �����

���� � ��
�� � ����� � ��� �

�
& % �� ������� �1��

*	 
����� 	� ����� �

� 	�
��

���

�
& % �� ������ �

��� ��	�
�!� �����������
�

& % �� ������ 0 *	!���!�� & % �� ������ ���� 	�� �	 �� �
������� E���������

������ ����� ����� ��� ��� ���� 	� � ������ �	� ���	
���	�� �) ����	��!����� ��� ������
�) ����� ��	� ���� �� ��� ����� 	��� ,�����! 	� � �	��0

���� 	� ������! � � � �������� % �����
� �
�

& %
	�������� �����

���� � ��


�
� ����� � ���

F



� 9����� �
�

& % �� ������� �1�� � *	 ���� 	� ������ �

� 	�
��

���

9�����
�

& % �� ������ �

��� ��	�
�!� �!� ��	�
�!0 $�� 	!���!� ��7 �	��
� �	 �	���� <�� �	� ���� �

�� � ��� ��� ����� �	 ��������� �!�
��� �	� 9�� 0

1
�0� �� ��)��� 	�� ����� ��� ������	� 	� 	�+��� ���� ����� ��	� �) ����	� ������
����	�7 D�� ��	���� ��� ���� �	������	� ������� � �	��� ������ 	� �� 	�+��� ��� ���
�(��� �� �� 	� �� !	��	��

� � �
  ,	��� � !� � ����
�����	�
��	 ���� E������� �	 �	!����� ���� )	� 8�	� ��� �	���� ��� ����
�� ��� ����

�!��
� !����� ��� �(��� 	� � �	��� 	��� ��!�� �� � �	����� �	��� � � ���
��� �	
�� 	�+���� 	��� � ��!� �������
 	� 
����� � � ���� ��� �!��
� �!������ �	 ��� 	�+��� �
�!��
� � � � � � � � $�� �)����

) ��� �	��� ����� ��

��� ��

 �	� �� �	������ ����
�� �	 ���� �� ���

) �	� 
		8 �� ��� �!��
� ��������� �) ��� �	��� 	��� � �	�� ��!�
�������
 ������ ���� �	��� G� �(������
) �	������� ��� ��� �� ��� �!��
� �!������ 	���
�

 	� ���� 
���
� �������
�

� ��� ���� 1� � ����� 
		8 �����	�
) 
�8� �� �������
� *	 �� ����� � �
� �
�

� ��� �
$�� �� �
����
 ��)��� ����� � ��� � � � 
��� � � � ������� �� �� ��� ����� � � �

�	������ ���� �� ��� ��������� � � 	
� � � � ���� ��� � ���3� � � �  �� ��� �  �3�

� ��� ������ 	� !	!����! 	� ��� 	�+����

�� ��)��� ��� �������� �	��� ����� ���
��� ���	 � �������� �� � �	����� �	��� � �
���
��� �	 �� 	�+���� ����� !	�� ��� 	�+��� � ������� !� ���� ��� �	�8 �	�� 	� ���
	�+��� � " � � �! � -����� �� ��� �	��� ���
��� ���	 ��� ������� � �	� �	������
���� �� ��������� �	�8� �� ����� � �� �������
� �) ������� ��� ������� �	����� ���	 !�


����� 	� 
����� Æ� �

" ��� ���� 1� � 	 " �
� �
�

� ��� �
-� ���������� ���
�����	� 	� ���� ���� �	!� ���� ��)��� �	 �	!���� ��� �!	��� 	�
�	�8 ������) �	 ��!� 	�� � ���8 	� 	!� 8�	�� ����� �� ��� ���8 �� ������ C ���
��

 ����8 	� ��� �	� 	� ��� ���8 � ����� �� � � 3 ��� ��� �	��	! ����� �� � � !�� ���
�� ������ # 	�� ��	�����	� 	� ��� ���8 �� ���� ����� ���� �� �� ���� �� �	!�����
�	
�!�� �� ����8 	� ��� H��� �� ��� ���8 � ����� � ���8 	� �)
����� ���� ������ 1�� ���
�	�8 ������) �	 
��� ��� 
��� �� ������ � �	 ��� �	� 	� ��� ���8 ��

 ��

" ���	������������� � �� � 	� � � � ������ �1��$	� � �
����� $ � ��� �����) 	� ��� H���� � � !� � ��	
�!��������)�� ��� 	 � ��� ����
����	�
��� �	 ������) ������ � ��� �	��� �� ���� �	 	����	!� �	 ��� ��� H��� �� 	�� 	� ���
���8�� ������	��� ��� �	�8 �	�� �	 �!��) ��� ���8 � ����	��!���� �) � �! 	� ���
E��������� ����� �� ���� !	��
 � ������� �������
 ��� �	�8 �	�� �� �!��)��� ��� ���8 �

" � $	
� �
�

����� �

I


